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Abstrak. Dalam makalah ini dikaji kestabilan Model Nicholson-Bailey yang mempela-

jari tentang interaksi antara inang dan parasit. Model Nicholson-Bailey digambarkan
dalam bentuk persamaan beda non linier diskrit. Dari hasil analisis diperoleh dua titik

tetap yang kestabilannya ditentukan oleh tingkat reproduksi inang. Sebagai hasil utama

dari penelitian ini disajikan suatu syarat perlu dan cukup untuk kestabilan asimtotik
dari titik tetap model Nicholson-Bailey.

Kata Kunci : Model Nicholson-Bailey, Persamaan Beda Non Linier, Kestabilan Titik

Tetap

1. Pendahuluan

Inang dan parasit merupakan spesies-spesies yang saling berinteraksi untuk

kelangsungan hidupnya masing-masing. Salah satu contoh interaksi dari inang

dan parasit ini adalah tawon braconid dan inangnya. Tawon braconid sebagai

parasit yang akan menyerang inang yaitu wereng, kepik, ulat, kutu dan serangga

lain. Tawon braconid adalah salah satu spesies serangga yang bermanfaat dalam

pertanian, karena hidup pada inang-inang yang merupakan hama pertanian [9].

Wereng dan kutu-kutuan merupakan spesies serangga ordo Homoptera, salah

satunya yaitu wereng coklat yang menjadi hama pada tanaman padi [6].

Model Nicholson-Bailey merupakan kajian matematika yang mempelajari

tentang interaksi antara inang dan parasit [8]. Secara umum, model Nicholson-

Bailey diberikan dalam bentuk sistem persamaan beda berikut[7]:

x(n+ 1) = µ x(n) f(x(n), y(n))

y(n+ 1) = ℓx(n)[1− f(x(n), y(n))],
(1.1)

dengan x(n) menyatakan jumlah populasi inang dewasa pada musim n, y(n)

menyatakan jumlah populasi parasit dewasa pada musim n, dan µ > 1

menyatakan laju reproduksi inang. Fungsi f(x(n), y(n)) adalah fraksi dari

larva inang yang tidak terinfeksi parasit. Kemudian, x(n)[1 − f(x(n), y(n))]
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merupakan kepadatan bersih larva inang yang terinfeksi, dengan setiap larva inang

menghasilkan ℓ parasit dewasa pada musim berikutnya [7]. Dalam [11] diberikan

modifikasi model Nicholson-Bailey dalam bentuk sistem persamaan beda berikut:

x(n+ 1) =
Rx(n)

(1 + x(n))c
e−ay(n)

y(n+ 1) = x(n)(1− e−ay(n)).

(1.2)

Pada model (1.2), µ = R
(1+x(n))c , f(x(n), y(n)) = e−ay(n) dan

mengambil kesuburan parasit (ℓ) sebagai 1, dengan a merupakan bilangan

positif yang menyatakan tingkat kemampuan parasit untuk mendapatkan

inang dan c menyatakan tingkat feedback inang dan parasit. Qureshi, dkk.,

mengajukan modifikasi model Nicholson-Bailey dalam bentuk sistem persamaan

beda berikut:

x(n+ 1) = Rx(n) e−a
√

y(n), x(0) = x0

y(n+ 1) = x(n)(1− e−a
√

y(n)), y(0) = y0,
(1.3)

dengan R, a, x0, y0 ∈ R+ dan R menyatakan jumlah keturunan inang yang tidak

terkena parasit dan bertahan hidup pada musim berikutnya [10].

2. Landasan Teori

2.1. Teori Matriks

Matriks adalah kumpulan bilangan-bilangan yang disusun menurut baris dan

kolom dalam bentuk persegi atau persegi panjang. Matriks A dengan m baris dan n

kolom disebut sebagai matriks berukuran m×n dapat dinotasikan sebagai berikut:

A =

 a11 . . . a1n
...

...
...

am1 . . . amn


Matriks persegi An×n dikatakan memiliki invers jika terdapat matriks Mn×n

sedemikian sehingga

AM = MA = I,

dengan In×n adalah matriks identitas. Matriks A dikatakan non-singular jika

det(A) ̸= 0, dan sebaliknya matriks A dikatakan singular jika det(A) = 0[4].

Definisi 2.1. [4] Misalkan A adalah matriks n×n. Vektor tak nol y di Rn disebut

vektor eigen bagi A jika Ay adalah kelipatan skalar dari y, yaitu

Ay = λy (2.1)

untuk suatu skalar λ. Skalar λ disebut nilai eigen dari A, yang berkaitan dengan

vektor eigen y.

Untuk mendapatkan nilai eigen dari matriks An×n, tulis (2.1) sebagai berikut:

(λI −A)y = 0. (2.2)
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Persamaan (2.2) merupakan suatu sistem persamaan linier homogen. Agar

persamaan (2.2) memiliki solusi tak nol y, maka mestilah

det(λI −A) = 0. (2.3)

Persamaan (2.3) disebut sebagai persamaan karakterisktik bagi matriks A [4].

2.2. Sistem Persamaan Beda dan Kestabilannya

Sistem persamaan beda adalah suatu sistem persamaan yang bentuk umumnya

dapat ditulis sebagai berikut :

y(n+ 1) = f(y(n)), n ∈ N ∪ {0}. (2.4)

Sistem persamaan (2.4) dikatakan linier jika f linier, dan sebaliknya sistem

persamaan (2.4) dikatakan non-linier jika f non-linier [1]. Bentuk khusus persamaan

beda linier dapat ditulis sebagai berikut :

y(n+ 1) = Ay(n), y(0) = y0. (2.5)

Kestabilan titik tetap dari suatu sistem merupakan salah satu kajian dari sistem

persamaan beda. Disebutkan dalam [1] bahwa, suatu titik y∗ ∈ Rn dikatakan titik

tetap dari sistem (2.4) jika

f(y∗) = y∗. (2.6)

Untuk sistem linier, suatu titik y∗ merupakan titik tetap dari sistem (2.5) jika

Ay∗ = y∗, A ∈ Rn×n. (2.7)

Persamaan (2.7) dapat ditulis dalam bentuk (I−A)y∗ = 0, dengan I adalah matriks

identitas n × n. Jika (I − A) non singular, maka y∗ = 0 adalah satu-satunya titik

tetap. Sedangkan jika (I − A) singular, maka terdapat tak hingga banyaknya titik

tetap [5].

Definisi 2.2. [1] Titik tetap y∗ dari sistem (2.4) dikatakan :

1. stabil jika untuk setiap ε > 0, terdapat δ > 0 sedemikian sehingga jika

∥ y0 − y∗ ∥< δ maka ∥ y(n)− y∗ ∥< ε untuk semua n ≥ 0,

2. stabil asimtotik jika ia stabil dan terdapat δ1 sedemikian sehingga jika

∥ y0 − y∗ ∥< δ1 maka limn→∞ ∥ y(n)− y∗ ∥= 0,

3. tidak stabil jika bagian 1 tidak terpenuhi.

Dalam [2] disebutkan bahwa kestabilan titik tetap dari sistem (2.4)

dapat diperiksa dengan melinierkan sistem tersebut di sekitar titik tetap

y∗ dengan menggunakan ekspansi deret Taylor [5].

Secara umum di Rn berlaku

Jy∗ =


∂f1(y

∗)
∂y1(n)

∂f1(y
∗)

∂y2(n)
· · · ∂f1(y

∗)
∂ym(n)

∂f2(y
∗)

∂y1(n)
∂f2(y

∗)
∂y2(n)

· · · ∂f2(y
∗)

∂ym(n)

...
...

. . .
...

∂fm(y∗)
∂y1(n)

∂fm(y∗)
∂y2(n)

· · · ∂fm(y∗)
∂ym(n)

 , (2.8)
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Matriks Jy∗ disebut sebagai matriks Jacobian dari f pada titik tetap y∗.

Definisi 2.3. [2] Misalkan y∗ adalah titik tetap dari sistem persamaan (2.4) dan

Jy∗ adalah matriks Jacobian dari f di sekitar titik tetap y∗. Titik tetap y∗ dikatakan

titik tetap hiperbolik jika tidak ada nilai eigen dari matriks Jy∗ yang modulusnya 1.

Teorema 2.4. [2] Titik tetap hiperbolik y∗ dari sistem persamaan beda (2.4) adalah

stabil asimtotik jika dan hanya jika modulus dari semua nilai eigen matriks Jacobian

Jy∗ kurang dari 1.

Teorema 2.5. [3] Misalkan λ1 dan λ2 adalah akar dari persamaan kuadrat

λ2 +Bλ+ C = 0, (2.9)

dengan B,C ∈ R. Syarat perlu dan cukup agar |λ1| < 1 dan |λ2| < 1 adalah

|B| < 1 + C < 2.

3. Pembahasan

Untuk menganalisis prilaku model (1.3), perlu ditentukan terlebih dahulu titik tetap

dari sistem (1.3) dengan menggunakan syarat (2.6). Misalkan (x∗, y∗) adalah titik

tetap yang diinginkan, maka

x∗ = Rx∗ e−a
√
y∗

y∗ = x∗(1− e−a
√
y∗
).

(3.1)

Dari (3.1), diperoleh bahwa (x∗, y∗) = (0, 0) adalah suatu titik tetap dari sistem

(1.3). Selanjutnya, untuk x∗ ̸= 0 dan y∗ ̸= 0 dari sistem persamaan (3.1) diperoleh

y∗ =

(
1

a
ln(R)

)2

. (3.2)

dan

x∗ =
R

R− 1

(
1

a
ln(R)

)2

. (3.3)

Sehingga, (x∗, y∗) =
(

R
R−1

(
1
a ln(R)

)2
,
(
1
a ln(R)

)2)
merupakan titik tetap dari

sistem (1.3).

Selanjutnya, dengan menggunakan sistem (2.8), matriks Jacobian dari sistem

(1.3) adalah

J =

[
∂x(n+1)
∂x(n)

∂x(n+1)
∂y(n)

∂y(n+1)
∂x(n)

∂y(n+1)
∂y(n)

]

J =

 R e−a
√

y(n) −aRx(n) e−a
√

y(n)

2
√

y(n)

1− e−a
√

y(n) ax(n) e−a
√

y(n)

2
√

y(n)

 .

Matriks Jacobian di titik tetap (0, 0) adalah

J0 =

[
R 0

0 0

]
.
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Nilai eigen dari J0 adalah

λ1 = R dan λ2 = 0.

Berdasarkan Definisi 2.3, titik (0, 0) adalah titik tetap hiperbolik jika R ̸= 1.

Selanjutnya, berdasarkan Teorema 2.4, titik tetap (0, 0) adalah stabil

asimtotik jika |λ| < 1, maka mestilah 0 < R < 1.

Matriks Jacobian di titik tetap
(

R
R−1

(
1
a ln(R)

)2
,
(
1
a ln(R)

)2)
adalah

J(x∗, y∗) =

[
1 −R ln(R)

2(R−1)
R−1
R

ln(R)
2(R−1)

]
.

Polinomial karakteristik J(x∗, y∗) adalah

P (λ) = λ2 −
(
1 +

ln(R)

2(R− 1)

)
λ+

R ln(R)

2(R− 1)
. (3.4)

Misalkan B = −
(
1 + ln(R)

2(R−1)

)
dan C = R ln(R)

2(R−1) .

Nilai eigen dari J(x∗, y∗) adalah akar dari polinomial (3.4), yaitu

λ1,2 = −B±
√
B2−4C
2

Berdasarkan Teorema 2.5, |λ1| < 1 dan |λ2| < 1 jika dan hanya jika

|B| < 1 + C < 2. Dari hubungan ini diperoleh

|B| < 1 + C ⇐⇒ 1 < R. (3.5)

1 + C < 2 ⇐⇒ R ln(R)− 2R+ 2 < 0. (3.6)

Misalkan F (R) = R ln(R) − 2R + 2. Berdasarkan (3.5) dan (3.6), |λ1| < 1 dan

|λ2| < 1 jika dan hanya jika R > 1 dan F (R) < 0. Dengan demikian, diperoleh

bahwa |λ1| < 1 dan |λ2| < 1 jika dan hanya jika 1 < R < R0 dengan R0 adalah akar

dari F (R) dalam (1,∞). Akar dari persamaan F (R) adalah R0 ≈ 4.9215536345.

Dengan demikian, diperoleh teorema berikut

Teorema 3.1. Titik tetap

(x∗, y∗) =
(

R
R−1

(
1
a ln(R)

)2
,
(
1
a ln(R)

)2)
dari sistem (1.3) adalah stabil asimtotik

jika dan hanya jika

1 < R < R0 (3.7)

dimana R0 > 1 adalah akar dari persamaan F (R) = R ln(R)− 2R+ 2 = 0.

Sebagai ilustrasi, berikut diberikan beberapa contoh yang memperlihatkan

kestabilan model Nicholson-Bailey (1.3).

Contoh 1. Untuk titik tetap (0, 0), misalkan a = 1.6, x0 = 2.5, y0 = 1.5, dan

R = 0.98. Grafik solusi dari sistem diberikan dalam Gambar 1.

Contoh 2. Untuk titik tetap (x∗, y∗) dengan x ̸= 0 dan y ̸= 0 misalkan a = 1.3,

x0 = 1.8, y0 = 5.2, dan R = 4.6. Sehingga,
(

R
R−1

(
1
a ln(R)

)2
,
(
1
a ln(R)

)2)
=

(1.760799, 1.378016). Diperoleh bahwa |λ1,2| = 0.987411. Berdasarkan Teorema 2.5,

titik tetap (1.760799, 1.378016) adalah stabil asimtotik. Grafik solusi dari sistem
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diberikan dalam Gambar 2.

Contoh 3. Untuk titik tetap (x∗, y∗) dengan x ̸= 0 dan y ̸= 0 misalkan a = 0.7,

x0 = 6.77, y0 = 5.48, dan R = 5.2. Sehingga,
(

R
R−1

(
1
a ln(R)

)2
,
(
1
a ln(R)

)2)
=

(6.867829, 5.547092). Diperoleh bahwa |λ1,2| = 1.010247. Berdasarkan Teorema

2.5 titik tetap (6.867829, 5.547092) tidak stabil asimtotik. Grafik solusi dari sistem

diberikan dalam Gambar 3.

Gambar 1. (a) Grafik x(n) (b) Grafik y(n) (c) Grafik Solusi untuk R = 0.98.

Gambar 2. (a) Grafik x(n) (b) Grafik y(n) (c) Grafik Solusi untuk R = 4.6.
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Gambar 3. (a) Grafik x(n) (b) Grafik y(n) (c) Grafik Solusi untuk R = 5.2.

4. Kesimpulan

Model (1.3) memiliki titik tetap (0, 0) dan
(

R
R−1

(
1
a ln(R)

)2
,
(
1
a ln(R)

)2)
.

Titik tetap (0, 0) adalah stabil asimtotik jika 0 < R < 1. Sedangkan, titik

tetap
(

R
R−1

(
1
a ln(R)

)2
,
(
1
a ln(R)

)2)
adalah stabil asimtotik jika dan hanya jika

1 < R < R0 dengan R0 adalah akar dari persamaan F (R) = R ln(R)− 2R+ 2 = 0.

Selain itu, kestabilan di titik tetap (0, 0) bermakna bahwa inang dan

parasit punah jika n → ∞. Di titik tetap
(

R
R−1

(
1
a ln(R)

)2
,
(
1
a ln(R)

)2)
inang dan

parasit hidup secara berdampingan, yaitu inang mendekati R
R−1

(
1
a ln(R)

)2
dan

parasit mendekati
(
1
a ln(R)

)2
bila n → ∞.
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